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§12 波粒二象性
2

需要掌握的知识点：


（1）了解哪些现象电磁波显示粒子性，哪些
现象粒子显示波动性


（2）理解德布罗意物质波的假设


（3）解释德布罗意假设如何给出玻尔氢原子
量子理论中角动量量子化的基本原理


（4）了解戴维孙-革末实验


（5）使用德布罗意假设解释电子衍射现象



什么是粒子性？
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动量： ⃗p = m ⃗v

角动量： ⃗ℓ = ⃗r × ⃗p
|ℓ | = |r | |p |sin θ

动能：T =
1
2

mv2

势能：


VP = − ∫
P

R
F(x)dx



什么是波动性？
4

脉冲 谐波

谐波：y = sin ωt 波长：λ = vT 波速： 

      

λν = v
ν = 1/T

谐波是时间和空间的函数：y(x, t) = A sin[2π(x/λ − t/T)]

波数：k =
2π
λ

角频率：ω =
2π
T

= 2πν

y(x, t) = A sin[kx − ωt)]



驻波：波的叠加/相干
5

考虑同时在一个弦上传播的两个波

y(x, t) = y1(x, t) + y2(x, t)
其中

y1(x) = A sin(kx − ωt)
从左向右

y2(x) = A sin(kx + ωt) 从右向左

即
y(x, t) = y1(x) + y2(x) = A[sin(kx − ωt) + sin(kx + ωt)] = [2A cos ωt]sin kx

上式为驻波方程
节点满足


x = n
λ
2



光的波粒二象性
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17世纪

牛顿：光的微粒说

惠更斯：光的波动说

反射，直线传播

折射，衍射

19世纪
菲涅尔

夫琅禾费

杨氏

光的干涉衍射

麦克斯韦&赫兹：光—电磁波

确立了

光的波动说



光的波粒二象性
7

20世纪

光电效应

康普顿散射
光量子

E = hν = pc

p =
h
λ
或 p = ℏk

波矢:k =
2π
λ

光的波粒二象性

光在传播时显示波动性

在能量转移时显示粒子性



德布罗意假设（1923年提出，1929年获诺奖）
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从辩证思维出发,法国青年物理

学家德布罗意  (de Broglie)提

出,既然光具有粒子性,是否实物

粒子如电子也应当具有波动

性？

1924.11.29 德布罗意把题为

“量子理论的研究”的博士论

文提交巴黎大学。



德布罗意假设（1923年提出，1929年获诺奖）
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德布罗意假设（1923年提出，1929年获诺奖）
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德布罗意假设（1923年提出，1929年获诺奖）
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德布罗意假设（1923年提出，1929年获诺奖）
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德布罗意假设（1923年提出，1929年获诺奖）
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任何具有能量和动量的粒子都是频率为 和波长为 的
德布罗意波

ν λ

E = hν

λ =
h
p

相对论能量

动量

或
E = ℏω

⃗p = ℏ ⃗k

ω = 2πν

德布罗意物质波的群速率为粒子的速率 ，满足u

λν =
ω
k

=
E/ℏ
p/ℏ

=
E
p

=
mc2

mu
=

c2

u
=

c
β β = u/c



习题
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计算一下物体的德布罗意物质波波长


（a）以10 m/s飞行的质量为0.65 kg的篮球；


（b）动能为1.0 eV的电子；


（c）动能为108 keV的电子



习题
15

(a) 篮球的动能为




篮球静止时的质能





可以发现 ，因此




篮球的德布罗意波长为


K = m0u2/2 = (0.65 kg)(10 m/s)2/2 = 32.5 J

E0 = m0c2 = (0.65 kg)(2.998 × 108 m/s)2 = 5.84 × 1016 J

K/(K + E0) ≪ 1

p = m0u = (0.65 kg)(10 m/s) = 6.5 Js/m

λ =
h
p

=
6.62610−34 Js

6.5 Js/m
= 1.0210−34 m
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习题

(b)电子静止时的质能





尽管当 ， ，方便起见我

们仍然采用

E0 = m0c2 = (9.10910−31 kg) (2.998108 m/s)2 = 511 keV

K = 1.0 eV K/(K + E0) ≪ 1

λ =
h
p

=
hc

K (K + 2E0)
=

1.241eVμm
(1.0eV)[1.0eV + 2(511keV)]

= 1.23 nm

TIPS:


相对论情况下的质能守恒 


可以得出

E2 = p2c2 + E2
0

p = (E2 − E2
0)/c2 = K (K + 2E0) /c
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习题

(b)当 时， ，相

对论效应不能忽略

K = 108 keV K/(K + E0) = 108/619

λ =
h
p

=
hc

K (K + 2E0)
=

1.241eVm
108keV[108keV + 2(511keV)]

= 3.55pm



戴维孙-革末实验
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戴维孙-革末实验
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1926年： 了解德布罗意物质波假设；


1927年： 观察到电子衍射现象。



戴维孙-革末实验
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戴维孙-革末实验
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历史上第一次证明电子具有波动性的实验

eΔV = K =
p2

2m
⇒ p = 2meΔV

当镍靶具有具有许多
随机取向的微观晶体
结构时，散射电子束
的强度在任何方向上
都大致相同。


当镍靶具有规则的晶
体结构时，散射电子
束的强度在特定角度
显示出明显的最大
值，结果显示出清晰
的衍射图案

， 时最大ΔV = 54 eV φ = 50∘



戴维孙-革末实验
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具有明显的衍射图样

© 1927 Nature Publishing Group



戴维孙-革末实验
23

特别注意是电子散射与 射线散射不同， 射线可以穿透
物体表面，但是（低能）电子只能与物体表面发生作用

X X

p = 2meΔV = 2.478 × 10−5 eVs/m

λ =
h
p

=
4.136 × 10−15eV ⋅ s

2.478 × 10−5eV ⋅ s/m
= 1.67Å

a = 2.15Å

sin φ = 0.776n

φ ≈ 50∘



汤姆逊衍射实验
24

同年，英国的汤姆逊用多晶体做电子衍射实验,也得到了
电子衍射照片。



汤姆逊衍射实验
25

同年，英国的汤姆逊用多晶体做电子衍射实验,也得到了
电子衍射照片。

十年后，戴维逊、汤姆逊因电子衍射实验的成果共获
1937年度诺贝尔物理奖。



德布罗意波长 时各粒子动能λ = 1Å 26

光子 电子 中子 氦原子

12.4 keV 150 eV 81 meV 20 meV

单原子气体（monatomic gas）在室温下的动能为

https://en.wikipedia.org/wiki/Monatomic_gas

KT =
3
2

kBT =
3
2 (8.6210−5eV/K)(300 K) = 38.8 meV



德布罗意波和量子态
27

定态 驻波

l = nλ/2 电子绕一周之后相位不变

圆周长是波长的整数倍

2πrn = nλ = n
h
p

Ln = prn = n
h

2π
= nℏ

玻尔量子化条件



波粒二象性（电子散射实验）
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1961年，Claus Jönsson在德国进行了第一个电子束双缝
实验，证明电子束确实形成了干涉图案，这意味着电子集
体表现为波。



波粒二象性（电子散射实验）
29

1961年，Claus Jönsson在德国进行了第一个电子束双缝
实验，证明电子束确实形成了干涉图案，这意味着电子集
体表现为波。



波粒二象性（电子散射实验）
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1974 年意大利的Giulio Pozzi和1989年日本的Akira 
Tonomura进行了第一个单电子通过狭缝的双缝实验。他
们表明，即使电子单独通过狭缝，干涉条纹也会逐渐形
成。这最终证明了电子衍射图像是由于电子的波动性而形
成的。



波粒二象性（电子散射实验）
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电子不是每次只是随机通过其中的一条缝，而是“同时”
通过了两条缝，并和“自己”发生了干涉。



波粒二象性（电子散射实验）
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波粒二象性
33



波粒二象性
34



波粒二象性
35



电子显微镜
36

第一台电子显微镜是由德国鲁斯卡（E·Ruska）研制成

功，荣获1986年诺贝尔物理奖。

从波动光学可知，由于显微镜的分辨本领与波长成反比，

光学显微镜的最大分辨距离大于0.2 μm，最大放大倍数

也只有1000倍左右。

自从发现电子有波动性后，电子束德布罗意波长比光波波

长短得多。而且极方便改变电子波的波长。这样就能制造

出用电子波代替光波的电子显微镜。





小结
38

(1)德布罗意的物质波假设任何具有动量的粒子也是
波。波长与粒子的动量大小成反比。物质波的速度就
是粒子的速度。


(2)德布罗意物质波概念为玻尔氢原子模型中电子角动
量的量化提供了基本原理。


(3)在戴维孙-革末实验中，电子从结晶镍表面散射。观
察到电子物质波的衍射图案。它们是物质波存在的证
据。在各种粒子的衍射实验中观察到物质波。



§13 不确定关系
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需要掌握的知识点：


（1）描述位置-动量不确定关系的物理意义


（2）解释量子理论中不确定性原理的起源


（3）描述能量-时间不确定性关系的物理

意义



唯像的测不准关系(Observer effect)
40

胎压测量时会

导致轮胎内部

气体的溢出，

无法准确的测

量轮胎的胎压



唯像的测不准关系(Observer effect)
41

对位置的测量总是会对运动物体的速度产生干扰，根据动
量守恒，粒子受光量子撞击后，它的动量会产生一种测不
准性，其大小同光子的动量差不多

Δp ∼
h
λ 光子的波长

运动物体动量

的不确定性

粒子位置的测不准性取决于光量子的波长Δx ∼ λ

ΔpΔx ∼ h

位置测定得越准确，动量就变得越测不准，反之亦然



测不准关系的实验验证（单缝衍射）
42

1) 位置的不确定程度
 电⼦在单缝处的位置
 不确定量为Δx = a

2）单缝处电⼦的动量的不确定程度
忽略次级极⼤，认为电⼦都落
在中央亮纹内，则：

     (1)0 ≤ px ≤ p sin θ1

x⽅向上的动量不确定量为：
Δpx = p sin θ1



测不准关系的实验验证（单缝衍射）
43

忽略次级极⼤，认为电⼦都落在中央亮纹内，则x⽅向上
的动量不确定量为：

Δpx = p sin θ1

考虑到衍射条纹的次级极⼤,可得     （2）Δpx ≥ p sin θ1

⼀级最⼩衍射⾓ ， 以及 ，可得sin θ1 = λ/Δx λ = h/p

sin θ1 =
h

pΔx
代⼊(2)式有

   或：Δp ≥
h

Δx
ΔxΔp ≥ h



测不准关系的实验验证（单缝衍射）
44



海森堡不确定性原理 1927  45

1924 波粒二象性（德布罗意物质波） 

1925 海森堡建立了矩阵力学（量子力学） 

1926 薛定谔建立了波动方程（量子力学） 

1927 海森堡基于矩阵力学和对易关系

测不准

不确定性原理 

1927 肯纳德基于标准差推导出不确定性关系

1929 罗伯逊更普遍意义的不确定性关系
ΔxΔpx ≥

ℏ
2



海森堡不确定性原理 1927  46



海森堡不确定性原理 1927  47



海森堡不确定性原理 1927  48



能量与时间的不确定性关系
49

p2c2 = E2 − m2
0c4

可得Δp =
E

c2p
ΔE

粒子可能发生的位移vΔt =
p
m

Δt = Δx

ΔxΔp =
p
m

Δt
E

c2p
ΔE =

E
mc2

ΔEΔt = ΔEΔt ≥
ℏ
2

ΔEΔt ≥
ℏ
2
能级自然宽度和寿命

c2pΔp = EΔE
两边微分可得



不确定性关系与傅里叶变换
50

吉他发声可以

看成是主弦的

频率和腔体反

射声音频率的

干涉叠加

因此，吉他（以及任何其他乐器，包括你的声音）发出
的声音是由具有不同频率和振幅的纯正弦波组成的



不确定性关系与傅里叶变换
51

当我们描述这样一个复杂的信号时，我们可以选择两种相

等的方式来表示它。我们可以选择用一个时间轴来描述所

有产生干涉图样的波是如何同时相互作用的，或者我们可

以选择用构成它的纯波的频率来描述它。这两种方式被称

为双重关系（dual relationship）。

̂f(s) = ∫
∞

−∞
f(t)e−2πistdt

它们之间满足傅里叶变换



不确定性关系与傅里叶变换
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̂f(s) = ∫
∞

−∞
f(t)e−2πistdt

它们之间满足傅里叶变换

f(t) = ∫
∞

−∞

̂f(s)e2πitsds

傅里叶逆变换



不确定性关系与傅里叶变换
53

那么对时间的缩放会导致



不确定性关系与傅里叶变换
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那么对时间的缩放会导致



不确定性关系与傅里叶变换
55

那么对时间的缩放会导致

傅里叶变换的缩放特性意味着如果我们在时间上压缩信

号，那么这对应于在频率上扩展信号，反之亦然



练习
56

原子的激发态通常存在约 ，估算当原子从激
发态跃迁并同时发射平均频率为 的光
子时，发射光子频率的不确定性, 发射的辐射是单色的
吗？

Δt = 10−8 s
ν = 7.1 × 1014 Hz

ΔE ≈
ℏ

2Δt
⇒ hΔf ≈

ℏ
2Δt

⇒ Δf ≈
1

4πΔt
=

1
4π (10−8 s)

= 8.0 × 106 Hz

Δf
f

=
8.0 × 106 Hz
7.1 × 1014 Hz

= 1.1 × 10−8

能量-时间不确定性原理表达了实验观察到，仅存在很短
时间的量子态不能具有确定的能量。



当h=1时
57



课外阅读
58



§14 波函数
59

需要掌握的知识点：


(1)描述波函数的统计解释


(2)使用波函数来确定概率


(3)计算位置的期望值



波函数
60

问题：那么，粒子性和波动性这两个完全不同的性质
又是如何统一到了微观粒子上呢？ 



子弹、水波和电子分别通过双缝的理想实验
61

理查德·费曼Richard Feynman

（1918－1988）美国物理学家。

1965年诺贝尔物理奖得主。



子弹的双缝实验
62

开单缝：


    子弹密度分布曲线：P1 和P2。


开双缝：


    曲线P1 ＋P2。

“非相干叠加”。即主要表现了粒子性。



水波的双缝实验
63

    水波的双缝实验，屏上观察到的分布是否与子弹实

验结果一样？


    因为水波通过双缝时被分为两个相干的次波源，它

们在空间将进行相干叠加，所以在屏上将呈现出双缝干

涉图样。



电子的双缝实验
64

每个电子是如何从两个缝通过的，它们又是如何逐渐形成
干涉花样的? 

1). 通过缝时电⼦是粒⼦？
双缝⼲涉花样就应该是两个单缝花
样的简单叠加。存在⼲涉就表明每
个电⼦似乎都是从两个缝通过的。

2). 通过缝时电⼦已散开成波？

不可能在到达屏的⼀瞬间收缩成⼀个亮点 。

经典物理学⽆法解释 
经典物理学⽆法说明粒⼦性和波动性之间的关系 



概率波
65

    在量⼦⼒学建⽴的初期，⼈们对德布罗意波的意义曾提出过
各种各样的猜测，例如:
    电⼦波是⼀个代表电⼦实体的波包，
    电⼦本⾝是弥散于空间的物质波动，
    电⼦的波动性是⼤量电⼦之间的相互作⽤等。
但是，这些猜测最终都因不能圆满地解释实验现象⽽不得不放
弃。

1926年，玻恩（M.Born）对波粒⼆象性给出了⼀种
统计诠释，他认为

德布罗意波：是概率波



什么是波函数
66

宏观上

波函数需要的信息有相位，波
长，振幅，含时演化

考虑到物质波也是波的一种，也
应该具备上述信息

但是位置和动量不能同时确定



光的波函数
67

波函数E(x, t)

能量密度 |E |2

为电场强度E

单个光子的能量

εphoton  = hν

正比于光
子数量

|E |2
光打在屏幕上某点的概率


正比于电场在该点的强度的平方



波函数的统计解释（M.Born, 1926）
68

直到1926年，M.Born在认真研究波粒二象性之后，才意
识到，类似于爱因斯坦“光振幅的平方为光子密度的概率
量度”，波函数的模方是粒子的几率密度！

即：波函数的模方
(波在空间某点的强度)与 时刻
在空间某点 处单位体积内发
现粒子的几率成正比

或, 时刻在 到 的区间内
找到粒子的几率 与

成正比


|Ψ(x, t) |2

t
x

t x x + dx
P(x, x + dx)

|Ψ(x, t) |2 dx



波函数的统计解释（M.Born, 1926）
69

波恩的波函数几率
解释是量子力学基
本原理之一

波函数是几率幅，
是不可测量，可测
量是几率

1954年Nobel物理奖



波函数的统计解释（M.Born, 1926）
70



波函数的统计解释（M.Born, 1926）
71



波函数的统计解释（M.Born, 1926）
72

In a letter to Born on 4 December 1926, Einstein made his famous 
remark regarding quantum mechanics:


Quantum mechanics is certainly imposing. But an inner voice tells me 
that it is not yet the real thing. The theory says a lot, but does not really 
bring us any closer to the secret of the 'old one'. I, at any rate, am 
convinced that He is not playing at dice.


This quotation is often paraphrased as 'God does not play dice'.

Niels Bohr reportedly replied to Einstein's later expression of this 
sentiment by advising him to "stop telling God what to do."



波函数的统计解释（M.Born, 1926）
73

课外阅读



波函数的性质
74

波函数必须单值、有限、连续


单值：在任何一点，几率只能有一个值。


有限：几率不能无限大。


连续：几率一般不发生突变。

归一化条件：由于粒子总在空间某处出现，故在整个空

间出现的总几率应当为1

P(−∞, + ∞) = ∫
∞

−∞
|Ψ(x, t) |2 dx = 1



波函数的归一化
75

∫Ω
|Ψ |2 dV = 1 (Ω −  全空间 )

由于波函数 的概率解释, 粒子在整个空间出现的概
率为1，所以 应该满足波函数的归一化条件：

ψ( ⃗r, t)
ψ

已知 是未归一化的波函数，则令 ，它们描

述同一个状态，有

ϕ( ⃗r, t) ψ = Aϕ

∫ |ψ |2 dV = ∫ |Aϕ |2 dV = |A |2 ∫ |ϕ |2 dV = 1

所以 

A =
1

∫ |ϕ |2 dV
, ψ =

1

∫ |ϕ |2 dV
ϕ



波函数的物理意义
76

在空间很小的区域 ， ，

内，波函数可视为不变，粒子在 内出现的概

率, 正比于 和 。 

[x, x + Δx] [y, y + Δy] [z, z + Δz]
dV = dxdydz

|Ψ |2 dV

－在 时刻粒子出现在 点处单位体

       积内出现的概率密度。
|ψ |2 t (x, y, z)

－在 时刻粒子出现在 点附近 

         体积元内出现的概率。
|ψ |2 dV t (x, y, z) dV

－在 时刻粒子出现在 体积内的概率。∫V
|ψ |2 dV t V

当 为实数时， 与 代表同一个态α ψ eiαψ



电子双缝干涉实验的统计学解释
77

在电子双缝干涉实验中，用波函数 和 分别
表示从A、B缝通过电子的状态。两缝同时开启时，电子
的波函数为

ψA(r, t) ψB(r, t)

ψ(r, t) = ψA(r, t) + ψB(r, t)
屏上发现电子的概率分布为

|ψ(r, t) |2 = ψA + ψB
2

= ψA
2

+ ψB
2

+ ψ*A ψB + ψ*B ψA

玻恩用概率解释把微观粒子的波动性和粒子性统一起来，

玻恩的统计诠释成为量子力学的一个基本假设。 



如何理解微观粒子的波粒二象性
78

1) 粒⼦性

•整体性

•不是经典的粒⼦ 没有“轨道”概念

2) 波动性

•“可叠加性”
•有“⼲涉”“衍射”“偏振”现象
•不是经典的波 不代表实在物理量的波动



电子云
79

用密或稀表示空间各处概率密度的大小，很像在原子
核外有一层疏密不等的“云”，人们把它形象地叫做
“电子云”。



习题
80

球被限制在长度为 的管内移动，球优先位于管的中间。
表示其波函数的一种方法是使用简单的余弦函数。在管子
的最后四分之一处找到球的概率是多少？

L

波函数可以写为
Ψ(x,0) = A cos(kx) (−L/2 < x < L/2)

为波数，区间外波函数为0k = 2π/λ
A cos(kL/2) = 0

kL
2

=
π
2

应用归一化条件可得 ，可得A = 2/L

Ψ(x,0) =
2
L

cos(πx/L), − L/2 < x < L/2



习题
81

球被限制在长度为 的管内移动，球优先位于管的中间。
表示其波函数的一种方法是使用简单的余弦函数。在管子
的最后四分之一处找到球的概率是多少？

L

应用归一化条件可得 ，可得A = 2/L

Ψ(x,0) =
2
L

cos(πx/L), − L/2 < x < L/2

最后四分之一处找到球的概率

P(x = L/4,L/2) = ∫
L/2

L/4

2
L

cos ( πx
L )

2

dx = 0.091

小球的波长
λ =

h
p

=
h

ℏk
=

2π
k

= 2L



态叠加原理
82

考虑一个粒子可以在盒子 或 处x1 x2

宏观上，粒子不是在 就是在x1 x2

量子力学中，当不被测量时，粒子既在 ，又在 ，处于
与 的叠加态

x1 x2
x1 x2

薛定谔的猫



什么是波函数
83

量子上Ψ(x, t) = A sin(kx − ωt)
1.一个数学函数，它可用于确定做位置测量时粒子可能在哪
里。


2.波函数如何用于预测？如果有必要找出在某个区间内发现
粒子的概率，则对波函数求平方并在感兴趣的区间上积
分。


3.如果物质波波函数为 ，那么粒子究竟在哪？


I.当不被观测时，粒子无处不在 


II.当被观测时，粒子“跳入”特定的状态 ，概

率为 ，这个过程叫做“坍
缩”

Ψ(x, t)
(x = − ∞, + ∞)

(x, x + dx)
P(x, x + dx) = |Ψ(x, t) |2 dx



波函数的复数形式
84

Ψ(x, t) = A cos(kx − ωt) + iA sin(kx − ωt) = Aei(kx−ωt) = Aeiϕ

量子力学的平面波波函数可以写为

相对于宏观的机械波、声波，物质波波函数不可测，因
此需要写成复数形式

用复共轭的方式计算概率

P(x, x + dx) = |Ψ(x, t) |2 dx = Ψ * (x, t)Ψ(x, t)dx



期望值计算
85

宏观上，运动方程的解是一个可测量量的函数，例如 
，其中 是位置， 是时间。请注意，粒子在任何时

间 都有一个位置值。
x(t) x t

t

在量子力学中，运动方程的解是波函数 。粒子在任
何时间 都有许多位置值，并且只能知道找到粒子的概率
密度 。粒子的位置平均值为

Ψ(x, t)
t

|Ψ(x, t) |2

⟨x⟩ = ∫
∞

−∞
xP(x, t)dx = ∫

∞

−∞
xΨ * (x, t)Ψ(x, t)dx



不确定性原理的统计学解释
86

使用标准差代替不确定度

Δx → σx

Δp → σp

σ ≡ E[X2] − (E[X])2

E[X] ≡ ∫
+∞

−∞
Xf(X)dX



习题
87

利用不确定性原理估算氢原子的基态能量（假设氢原子的
直径为0.1 nm）

σxσp =
ℏ
2

其中
σ2

x = x2 − x̄2 and σ2
p = p2 − p̄2

电子在左右来回运动， ；位置的不确定性近似为原
子的半径 ，因此基态能量可以估算为

p̄ = 0
σx = L

E0 = EGaussian  =
σ2

p

2m
=

1
2m ( ℏ

2σx )
2

=
1

2m ( ℏ
2L )

2

=
ℏ2

8mL2

为了方便计算，

E0 =
(ℏc)2

8 (mc2) L2
=

(197.3eV ⋅ nm)2

8 (0.511 ⋅ 106eV)(0.1 nm)2
= 0.952eV ≈ 1eV



波包
88

Ψ(x, t) = Aei(kx−ωt)

平面波波函数（确定动量 ）p = ℏk

|Ψ(x, t) |2 = |A |2

确定动量时，粒子完全无法确定位置，无处不在

Δp → Δx

ψ(x, t) = ∫
p+Δp

p
Ψp(x, t)dp

波包是平面波在 区间内的叠加态Δp



小结
89

(1)在量子力学中，系统的状态由波函数表示。


(2)在玻恩的解释中，粒子波函数的平方表示在空间中特

定位置附近找到粒子的概率密度。


(3)在使用波函数进行预测之前，必须首先对波函数进行

归一化。


(4)期望值是一种平均值，它的计算需要波函数的形式和

进行积分运算



小结（GPT总结）
90

(1)量子世界玄妙多，


(2)波函数描态真奥妙。


(3)粒子波函数平方值，


(4)概率密度空间表。


(5)预测前须归一化，


(6)期望值积分求平均。



§15 薛定谔方程
91

需要掌握的知识点：


(1)描述薛定谔方程在量子力学中的作用


(2)解释与时间依赖和与时间无关的薛定谔方程

之间的区别


(3)解释薛定谔方程的解



薛定谔方程
92

宏观上

✦经典的波：用波函数描述，满足经典的波动方程


✦经典的波、经典粒子都满足牛顿力学


✦那么，具有波粒二象性的粒子呢？


用什么描述？满足什么方程？  

‣这是1925年维也纳大学的P.Debye和E.Schrodinger遇到
的问题，也是玻尔的弟子们W.Heisenberg等人的问题！



问题的提出
93

德拜:问薛定谔能不能讲一讲De Broglie的那篇学位论文
呢？

德拜提醒薛定谔:“对于
波，应该有一个波动方程”

薛定谔（1926）提出了非相对论性的薛定谔方程：

−
ℏ2

2m ( ∂2Ψ
∂x2

+
∂2Ψ
∂y2

+
∂2Ψ
∂z2 ) + U(x, y, z, t)Ψ = iℏ

∂Ψ
∂t



薛定谔方程
94



薛定谔方程
95



自由粒子的波动方程
96

与经典波相似，自由粒子波函数分别对时间、空间求偏
导，可以得到其满足的波动方程：

∂2Ψ
∂x2

= − k2Ψ(x, t),
∂Ψ
∂t

=
E
iℏ

Ψ(x, t)

或EΨ(x, t) = iℏ
∂Ψ
∂t

考虑到： ，有E =
(ℏk)2

2m

iℏ
∂
∂t

Ψ(x, t) = −
ℏ2

2m
∂2

∂x2
Ψ(x, t) 自由粒子的波动方程

Ψ(x, t) = Aei(kx−ωt)



非自由粒子的波函数
97

✦对非自由粒子，由于受外场作用, 其波函数与自由粒子

的不同。


✦一般情况下，是一个坐标与时间的函数 ,  

但具体形式要根据具体问题来确定。


✦用波函数描述微观粒子的状态，这是量子力学的基本假

设之一,  这种新的描述方法, 充分体现了粒子的波粒二

象性。

Ψ(x, y, z, t)



非自由粒子的波动方程
98

非自由粒子受到势场作用，其波函数 的形式与具体
的势场有关，其满足的波动方程应加势能项：

Ψ(x, t)

iℏ
∂
∂t

Ψ(x, t) = [−
ℏ2

2m
∂2

∂x2
+ U(x, t)] Ψ(x, t)

三维情况下，波动方程变为：

iℏ
∂
∂t

Ψ( ⃗r, t) = [−
ℏ2

2m
∇2 + U( ⃗r, t)] Ψ( ⃗r, t)

薛定谔方程是量子力学的基本方程


类比牛顿第二定律在宏观的作用



经典力学与量子力学的对比
99

经典力学 量子力学

特点 粒子性 波粒二象性

状态描述 坐标和动量 波函数

运动方程
牛顿方程
 薛定谔方程


联系

d ⃗p
dt

= m
d2 ⃗r
dt2

iℏ
∂
∂t

Ψ( ⃗r, t) = [−
ℏ2

2m
∇2 + U( ⃗r, t)] Ψ( ⃗r, t)

E → iℏ
∂
∂t

⃗p → − iℏ∇



定态薛定谔方程
100

当势能项 不依赖于时间时，我们可以根据平面波波函数
的形式 ，猜测（ansatz）

U
Ψ(x, t) = Aei(kx−ωt)

Ψ(x, t) = ψ(x)e−iωt

不依赖于时间

不依赖于空间

满足定态薛定谔方程

−
ℏ2

2m
d2ψ(x)

dx2
+ U(x)ψ(x) = Eψ(x)

波函数 : 单值、有限、连续、可归一ψ(x)



Ansatz
101

is an educated guess or an additional assumption 
made to help solve a problem, and which may later 
be verified to be part of the solution by its results.

y′￼′￼(x) + 2y′￼(x) + 3y(x) = x3

假设

y(x) = ax3 + bx2 + cx + d

代入上式求解系数a, b, c, d



定态薛定谔方程
102

解出定态波函数 后可得总波函数为： ψ(x)

Ψ(x, t) = ψ(x)e−iωt

概率密度为

|Ψ |2 = Ψ*Ψ = ψ*eiEt/ℏψe−iEt/ℏ = ψ*ψ = |ψ |2

即在定态下概率分布不随时间改变，这正是定态这一名称
的由来。



定态薛定谔方程的意义：
103

−
ℏ2

2m
∇2ψ + Uψ = Eψ

 对波函数进行某种运算或作用的符号称为算符。 

若 ，则 是算符 的本征函数，数值λ称为算

符 的本征值， 称为算符 的本征方程。因

此，定态薛定谔方程也称为哈密顿算符的本征方程，或
能量算符的本征方程。 

Hψ = λψ ψ H
H Hψ = λψ H

       利用薛定谔方程，再加上波函数标准条件，可以 “自

然地” 得到微观粒子的重要特征—量子化结果, 而不须象

普朗克假设那样强制假定量子化。薛定谔方程的结果，已被

无数实验所证实。



态叠加原理
104

如果 , ,⋅⋅⋅, 等都是体系的可能状态或称基矢，那

么，它们的线性叠加态也是这个体系的一个可能状态。 

ψ1 ψ2 ψn

即      Ψ = C1ψ1 + C2ψ2 + ⋯ + Cnψn

其中的系数  为复数，它们模平方是在对

应态粒子出现的概率。

C1, C2, . . . , Cn

它们满足：           1 = ∑
n

C2
n



为什么波函数用复数表示
105

考虑定态薛定谔方程 ，其中(E − H)Ψ = 0 H = T + V

通过变换可得(E − T)Ψ = VΨ

当 时，E < 0 Ψ =
1

E − T
VΨ

当 时，E > 0 Ψ = lim
ϵ−>0

1
E − T + iϵ

VΨ



总结
106

德布罗意关系式： 


德布罗意对角动量量子化的解释：局域内的波函数 波长

的量子化 角动量的量子化


戴维孙-革末实验：物质波的第一个证据


波函数的统计解释： 概率密度


正弦波的参数： 


和 表达下的德布罗意关系： 


波包：在某个有限区域之外为零（或极小）的波


E = hν  and  p = h/λ

⇒

⇒

|Ψ |2 =

λ = 2π/k, ν = ω/2π = 1/T, v = λν

ω k E = ℏω, p = ℏk



总结
107

波函数的性质以及归一化： 


不确定性关系： 


不确定性原理的统计学解释： 


经典力学与量子力学的对比：特点，状态描述，运动方

程，联系


∫Ω
|Ψ |2 dV = 1 (Ω −  全空间 )

ΔxΔk ≥ 1/2, ΔtΔω ≥ 1/2
ΔxΔp ≥ ℏ/2, ΔtΔE ≥ ℏ/2

σ ≡ E[X2] − (E[X])2


